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Integrationsregeln

2.2 Substitutionsregel
Ich komme noch einmal zuriick auf das Integral aus Beispiel 2.3.
Beispiel 2.4:
Zur Berechnung J. xe*’ dx kann man auch anders vorgehen. Wenn Sie die Funktion

F(x) = ¢** ableiten, dann finden Sie mit der Kettenregel F'(x) = 2xe*".
Daher ist %exz eine Stammfunktion von xe* und es folgt

1
J.xexzdx = _2_er +c

Beispiel 2.4 zeigt, dass es auch noch Produkte ganz anderer Art gibt, als sie bei der
partiellen Integration vorkommen. Offenbar haben sie etwas mit der Kettenregel zu
tun, in der ja das Produkt aus duflerer und innerer Ableitung auftritt, und es wird
mir jetzt darum gehen, den Nutzen der Kettenregel fiir die Integralrechnung heraus-
zufinden.

Bemerkung

Ist f eine stetige Funktion, g eine differenzierbare Funktion und F eine Stammfunktion
von f, so gilt nicht nur F'(x) = f(x), sondern aus der Kettenregel folgt auch:

F(g(x))’ =g &) F,(g(x)) =g (o). f(g (x))

denn schliefSlich ist F’ = f. Deshalb ist F(g(x)) Stammfunktion von g’ (x) -f (g(x)) und
in der Integralschreibweise heifit das

Ig’ (- f(g (x))dx = F(g ()

Man kann also dieses Integral berechnen, indem man eine Stammfunktion von f heran-
zieht und in diese Stammfunktion die innere Funktion g einsetzt. Im Beispiel 2.4 war
g(x) = ¥ und f(x) = ¢* mit der Stammfunktion F(x) = €*. Somit ergibt sich

J‘Zx-exzabczJ.g'(x)-f(g(x))dx=F(g(x))=e"2

Um sich nicht mit dem Namen F einer Stammfunktion zu belasten, schreibt man fiir

Fg(x)) auch oft J. f(g)dg und beschreibt damit, dass in die Stammfunktion F die innere
Funktion g eingesetzt wird. In unserem Beispiel ist dann

J.f(g)dg =J.egdg =ef = ¢~

und wir haben natiirlich wieder das gleiche Ergebnis.
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Diese Integrationsmethode beruht auf der Idee, die innere Funktion g(x) als neue Vari-
able zu verwenden und f nach der Variablen g zu integrieren. Man substituiert also die
gesamte Funktion g(x) durch den schlichten Buchstaben 8 und deshalb sprechen wir

hier von der Substitutionsregel. Ich fasse sie noch einmal im néchsten Satz zusammen
und rechne anschlieSend einige Beispiele.

Satz 2.2: (Substitutionsregel)

Es sei f: I— R stetig und g: [q, b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, deren
Wertebereich ganz im Definitionsbereich von f liegt. Dann ist

b ’ g®
[1(800)-&'Cax= | f(g)dg
a g(a)

Man schreibt auch oft
jf(g(x))-gl(x)dx = J.f(g)dg

Beweis:

Eigentlich habe ich alles schon in der Bemerkung auf Seite 35 nachgerechnet, aber
ich mdchte doch noch ein paar Worte sagen. In der Bemerkung auf Seite 35 haben

Sie gesehen, dass man aus der Stammfunktion F (x) = _[ f()dx von f ganz schnell

eine Stammfunktion von f(g(x)) - g’(x) machen kann, indem man die zusammenge-
setzte Funktion F(g(x)) heranzieht. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Inte-
gralrechnung ist dann

b g
J.f(g(x)) g ()dx = F(g(®) ~-F(g@) = _[ f(g)dg
a g(a)

denn Fist Stammfunktion von f, und deshalb ist I f(g)dg =F(g).

Wie muss man also vorgehen, wenn man eine Funktion der Form f(g(x)) - g’ (%) zu in-
tegrieren hat? Man integriere zuerst f nach der etwas ungewohnten Variable g und setze
in das Ergebnis dann wieder ein, was 8 in Wahrheit gewesen ist. Wir sehen uns dazu
gleich eine ganze Reihe Beispiele an, aber vorher méchte ich Thnen noch eine kleine
Merkhilfe fiir die Substitutionsregel geben.

Bemerkung

Im Studienheft iiber Differenzialrechnung hatte ich Thnen erklért, dass man die Ablei-

tung von g auch oft als g'(x) = %g_ schreibt. In diesem Fall lasst sich das gesuchte Inte-
%

gral auch schreiben als

J-f(g(x))g’(x)dx =ff(g(x));l—idx = J-f(g)dg
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da sich die GroBe dx herauskiirzt. Wir kiirzen damit zwar in bester Leibniz-Manier eine
»unendlich kleine Grofie, aber das Ergebnis stimmt, und vielleicht kann man sich die
Substitutionsregel auf diese Weise etwas besser merken. Wie Sie hier sehen konnen, be-
ruht sie nur darauf, den Ausdruck 8'(x) dx durch den gleichwertigen Ausdruck d gzu
ersetzen und fir einen Augenblick zu vergessen, dass die urspriingliche Integrationsva-
riable x heif3t.

Jetzt ist es aber endgiiltig Zeit fiir Beispiele.

Beispiel 2.5:

a)

b)

MAIO8

Ich kehre zuriick zu Beispiel 2.4, berechne also das Integral J. xe* dx. Leider ist x

nicht die Ableitung von x% sodass ich eine kleine Korrektur vornehmen muss,
indem ich schreibe

jx-exzdx=%J2xex2dx

Das ist erlaubt, denn konstante Faktoren darf ich nach Belieben vor das Integral
ziehen. Jetzt hat das Integral die Form, die ich fiir die Substitutionsregel brauche,
und ich setze g(x) = x*. Dann ist g’ (x) = 2x und es folgt:

J‘x e dx = —;—Ierxzdx = %J'g'(x) -e80gx

2

1 1 1
e— egd =—"eg =‘_ex
ZJ. & 2 2

Dabei habe ich nur g’ (x) dx durch dg ersetzt und damit das Integral auf _[eg dg
reduziert.

Gesucht ist J. (x +3)" dx. Bedenken Sie, dass g(x) immer eine innere Funktion

sein muss, also eine Funktion, mit der noch etwas angestellt werden sollte. Ein-
ziger Kandidat dafiir ist g(x) = x + 3, und das trifft sich auch gut, denn es gilt
g' (%) =1, sodass ich mir um den Faktor g’ (x) keine Sorgen machen muss. Fiir
das Integral findet man

g™t (x+3)"

Joe+ 9 de = [g0-g " e = [ grdg = E— - 2D

Das Prinzip ist auch hier nicht anders als in Teil a). Wesentlich ist, dass Sie eine
innere Funktion g(x) identifizieren und an der richtigen Stelle g’ (x) dxdurch dg
ersetzen.

Jetzt gehe ich einen Schritt weiter und berechne .f (2x +3)" dx. Natiirlich muss

g(x) = 2x + 3 sein, und um den Faktor g'(x) = 2 in das Integral zu bekommen,
mache ich das gleiche Spiel wie in Teil a). Es gilt ndmlich
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d)

38

Jer s de="f2-@re 3 de=1[4'0)- g0 i

1g™"  1Qx+3)""
2n+1 2 n+1

1
= EJ.gndg =

1
Beachten Sie, dass das Ausgleichen der Faktoren > und 2 nur dann erlaubt ist,

wenn es sich um konstante Faktoren handelt; Sie diirfen auf keinen Fall ganze
Funktionen nach Belieben aus dem Integral hinaus- oder hineinziehen. Nur
wenn es sich um Konstanten handelt, kann man mit dieser Methode eine nicht
ganz vollstdndige Ableitung in die passende Form bringen.

Ich zeige das noch einmal am Beispiel der Funktion (ax+ b)"mita#0und n e

N. Ich werde dabei allerdings keine Kommentare mehr abgeben, sondern nur die
Rechnung vorfiihren. Sie werden sehen, dass sie mit der Rechnung aus dem letz-
ten Beispiel fast identisch ist. Wir setzen also g(x) = ax + b und finden:

f(ax+b)n dx = lja-(ax+b)n dx'=ljg'(x)-g(x)" dx
a a
1" 1 (ax+p)"

1 n
==|ghdg ==
a-[g 8 an+l a n+1

Vielleicht ist Ihnen aufgefallen, dass ich bisher zwar sin, cos und tan® integriert
habe, aber der Tangens selbst noch nicht erwahnt worden ist. Der Grund ist ein-
fach: Sie kénnen die Tangensfunktion nicht ohne die Substitutionsregel integrie-
ren. Es ist ja

sinx

Jtanxdxz_[ dx

CosSX

und der Sinus ist zwar nicht ganz die Ableitung des Cosinus, aber doch immer-
hin bis auf ein Minuszeichen. Wir kénnen also g(x) = cos x setzen und dann mit
einer kleinen Manipulation die Substitutionsregel anwenden. Da nun einmal
g’ (x) = —sin x gilt, brauche ich den Faktor ~sin xim Integral, den ich mir wie in
den anderen Beispielen verschaffen kann. Wir haben dann:

jtanxdx = J. Snx dx = _J—sinx dx
cosX cosx
) _j gl(JC) dx — —J.g’(x) —l—dx
g(x) g(x)

= _J.ldg = —ln,gl = —In|cos x|
8

Mit der Zeit haben Sie sich wohl an das Prinzip gewdhnt. Sie suchen sich eine
Funktion g, deren Ableitung mehr oder weniger deutlich im Integral vorkommt,
schreiben das Integral so um, dass &' (%) und g(x) zu erkennen sind, und ersetzen

dann g’ (x) dx durch dg.
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f) Nach dem gleichen Schema berechne ich jlil—{dx. Das ist zwar ein Quotient,

x
aber man kann ihn auf die tibliche Weise leicht als Produkt

1n—xdx='|.l-lnxa’x
X x

1
schreiben. Besser kann man es nicht mehr treffen, denn — ist die Ableitung des
x

Logarithmus, und wir werden deshalb g(x) =1In x setzen. Dann ist

I%.lnxdxzj‘g'(x)-g(x)dx=J.gdg

g? _ In® x
2 2

Ich hoffe, das Prinzip der Substitutionsregel ist aus diesen Beispielen klar geworden.

Wann immer Sie also in Zukunft ein Produkt zu integrieren haben, das man nicht

schnell auf eines der Grundintegrale in Beispiel 1.7 zuriickfithren kann, sollten Sie

sich tiberlegen, ob es ein Fall fiir die partielle Integration oder eher fiir die Substitu-

tionsregel ist. Falls Sie dabei auf eine Funktion g stoflen, die in irgendeiner Weise im

Integral auftaucht, und auch noch ihre Ableitung g’ als Faktor vorfinden, lohnt sich
ein Versuch mit der Substitutionsregel.

Zum Schluss dieses Abschnittes méchte ich Thnen noch eine etwas exotischere An-
wendung der Substitutionsregel vorstellen. Bisher haben wir die Regel immer von
»links nach rechts“ gelesen, das heifit, das gesuchte Integral stand uns in der Form

I g'(x) -f (g (x)) dx zur Verfiigung und wir haben es umgeformt in J. f(g)dg. Zu-
weilen ist es auch sinnvoll, umgekehrt vorzugehen.

Beispiel 2.6:

Sie kennen die Substitutionsregel in der Form

If(g(x))-g’(x)dx = _[f(g)dg

Da die Namen der Variablen und Funktionen keine Bedeutung haben, benenne ich
sie ein wenig um und schreibe

[FG®)-x' ©dt = [ s

Die Rolle der alten Variablen x hat jetzt die neue Variable ¢ iibernommen, und die
alte Funktion g habe ich durch die neue Funktion x ersetzt. Der Aufbau der Formel
ist aber genau gleich geblieben. Der Vorteil besteht darin, dass ich jetzt auf der rech-

ten Seite ein schlichtes Integral J. f(x)dx stehen habe und dieses Integral vielleicht

mithilfe der linken Seite ausrechnen kann. Wenn ich zum Beispiel J- V1-x? dx be-
rechnen will, so setze ich
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x(t) =sint

und finde mit der von rechts nach links gelesenen Substitutionsregel:

J-\ll—xz dx =J.\/1~x2 @) -x @)dt = IVl—sinzt -costdt

Das ist giinstig, denn wie Sie wissen ist v1—sin?# = cosf und es folgt
[ 2 2 i1
f 1—sin tcostdt='[cos dt=§+-2—smtcost+c

wobei Sie die letzte Gleichung dem Beispiel 2.2 d) entnehmen kénnen. Wir haben
also die Gleichung

r 1
_[\ll—xz dx =E+Esintcost+c

gewonnen, und die niitzt uns zunschst tiberhaupt nichts, weil wir mit einer Funktion
in x gestartet sind und auch als Ergebnis gern eine Stammfunktion in x hétten. Das

ist aber leicht zu erreichen, denn ich kenne den Zusammenhang zwischen x und ¢
Ich habe ndmlich definiert

x = sin ¢, und daraus folgt t= arcsin x
Folglich ist
sin ¢t = sin(arcsin x) = x

und

cost = cos(arcsin x) = \/1 —sin? (arcsin x) = /1 — x2

Jetzt brauchen Sie nur noch oben einzusetzen und finden
J‘ 2 1 . 1 \/_—2
1-x dx=5arcsmx+5x- 1-x“+¢

Diese Art, mit der Substitutionsregel umzugehen, ist sicher nicht ganz einfach und
ich will Thnen auch nichts vormachen: Um die richtige Substitution x(#) = sin ¢ zu

wihlen, muss man im Grunde zumindest eine vage Vorstellung davon haben, was

fiir ein Endergebnis herauskommen wird, denn sonst fillt die Entscheidung fiir den
Sinus doch reichlich unvermittelt vom Himmel. Aber manchmal kommt man an ein
Integral leider nur iiber diese Methode heran und deshalb schadet es nichts, sich ein
wenig mit ihr vertraut zu machen. Wir sehen uns also noch ein weiteres Beispiel an.
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Beispiel 2.7: @
2—x

Ich will das Integral 'fl 7 dx ausrechnen. Auf den ersten Blick sieht das etwas
+Vx

hoffnungslos aus, denn man findet keinen geeigneten Kandidaten fiir g. Das tduscht
aber. Tatsichlich wiire es mdglich, die Sache auf die iibliche Weise mit der von links

nach rechts gelesenen Substitutionsregel fiir g (x) =/x zu erledigen, aber das wire
ein gewisser Aufwand, der hier gar nicht notig ist. Einfacher ist es, die Regel wie in
Beispiel 2.6 zu verwenden, also in der Form

J.f(x)dx = J.f(x(t))-x’(t)dt

Und auch das passende x(#) ist schnell gefunden: Da mich doch am meisten die vor-
kommende Wurzel stort, werde ich x(#) = t* setzen, was den angenehmen Effekt hat,
dass beim Einsetzen die Wurzel verschwindet. Es folgt also:

2—x 2—x(t)

f1+\/;dx=f1+m

22
== -2t dt
e
_J-4t—2t3
I

x (O dt

dt

denn noch immer ist v/#* = ¢. Nun habe ich eine rationale Funktion im Integral ste-
hen, die ich mit ein wenig Polynomdivision leicht vereinfachen kann. Es gilt nim-

lich:

2
(=2% + 4t) - (t + 1) = 2% + 2% + 2 - 2
t+1

~2t3 — ot

A% + 4¢
oH° + 2%
2t

at + 2
-2

Dabher ist

4t =23
e

2
r+1

dtZJ._2t2+2t+2_ dt=—§t3+tz+2f—'21nlf+1l

Ausgegangen bin ich aber von dem Integral mit der Integrationsvariablen x, und aus
x=tbzw. t =[x folgt damit:
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2—x 4t — 23
dx = dt
j1+\/§ j 141

2
=[-22+2r42-—=_gt
£l

= —§t3 +t% +2t=2Inlt +1|
=_§J;3 +4x" +2x —2Inx +1]

3
= —gxg +x+2\/;—21n|\/;+1|

Schén ist das nicht, aber selten. Immerhin zeigt dieses Beispiel, dass es sinnvoll ist,
etwas liber das Integrieren rationaler Funktionen zu wissen, und genau dariiber wer-
de ich mich im nichsten Abschnitt befassen. Zunichst aber noch ein grundsatzliches
Wort zu bestimmten Integralen. Ich habe hier sehr bewusst darauf verzichtet, be-
stimmte Integrale auszurechnen, weil bei der Substitutionsregel die Integrations-
grenzen sich verdndern und diese Verdnderung immer wieder zu Verwirrungen
fiihrt. Wenn Sie ein bestimmtes Integral mithilfe der Substitutionsregel auszurech-
nen haben, dann empfehle ich Thnen, erst das unbestimmte Integral zu finden und
sich erst dann, sobald die Stammfunktion zur Hand ist, um die Grenzen zu kiim-
mern. Alles andere macht nur Arger.

Bitte 16sen Sie jetzt die Aufgaben zur Selbstiiberprifung 2.4-2.9.

2.3  Partialbruchzerlegung

In Beispiel 2.7 habe ich eine rationale Funktion integriert, indem ich erst eine Polynom-
division durchgefithrt und dann die einzelnen Summanden integriert habe. Das ging
deshalb so einfach, weil der Nenner nur aus einem Polynom vom Grad 1 bestand. Bei
aufwendigeren Nennern muss man auch aufwendigere Methoden verwenden, und die
Standardmethode zur Integration rationaler Funktionen ist die Partialbruchzerlegung.
Der Name sagt schon, worauf es hinausliuft: Man zerlegt den komplizierteren Bruch in
einfachere Teilbriiche, die sich dann hoffentlich leichter integrieren lassen.

Beispiel 2.8:
Gesucht ist

"-6x2—x+1

x3—x

dx

Da x* - x= x{(x - 1)(x + 1) gilt, machen wir den Ansatz
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Wenn ich jetzt die Werte von A, Bund Cwiisste, dann kénnte ich die Funktion leicht
integrieren, denn jeder der drei Teilbriiche hat einen Logarithmus als Stammfunkti-
on. Ich muss mich deshalb daran machen, die Zahlen A, B und C herauszufinden.
Zuerst beseitige ich die Briiche, indem ich mit dem Hauptnenner durchmultipliziere.
Es folgt:

6x% —x+1 =AG—D0c+1)+Bx(x+1) + Cx(x—1)

:A(x2 —1)+B(x2+x)+C(x2 ~x)
=x*(A+B+C)+x(B-C)-4

Nur der letzte Schritt bedarf einer Erklérung. Ich habe das Polynom aus der zweiten
Zeile nach Potenzen von x geordnet, und x? hat genau die Faktoren A, Bund C, wih-
rend x mit den Faktoren B und —C versehen ist.

Jetzt haben wir links und rechts vom Gleichheitszeichen je ein Polynom stehen. Da
die Gleichung

6x*~x+1=xA+B+C)+xB~C)-A

gelten soll, miissen die Koeffizienten vor den entsprechenden Potenzen jeweils
gleich sein. SchlieBlich wiirden Sie auch sofort die Polynome x* + 1 und 22 + 1 als
verschieden erkennen, weil sie sich im Koeffizienten von x* unterscheiden. In unse-
rem Beispiel muss deshalb gelten:

A+B+C=6, B-C=-1, -A=1

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten, auch wenn die Glei-
chungen nebeneinander stehen anstatt untereinander. In den entsprechenden Studi-
enheften haben Sie gelernt, wie man so etwas 16st, und ich verzichte deshalb darauf,
die Rechnung vorzufithren. Das Ergebnis ist jedenfalls

A=-1, B=3, C=4

Folglich kann man den urspriinglichen Bruch zerlegen in

6x% —x+1 1 3 4
_3%:___ I —
X" —x x x-1 x+1

und fiir das Integral bedeutet das

Bac? — ¢ 441 1 1
f%—dxz—_f——dx+3j——dx+4 de
x° —-x X x—1 x+1

= —lnlxl+31nlx—1|+41n|x+1l+c

Mit diesem Ansatz kann man beliebige rationale Funktionen integrieren. Sie miissen
nur den Nenner in seine Linearfaktoren zerlegen und davon ausgehend die rationa-
le Funktion als Summe einfacherer Briiche schreiben. Leider sind die Beispiele nicht
immer ganz so einfach wie in Beispiel 2.8, und wir sollten erst einmal notieren, wie
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die Zerlegung in Teilbriiche im Einzelnen vor sich geht. Eben habe ich den Nenner

in Faktoren zerlegt, und deshalb gehen wir fiir den Anfang der Frage nach, wie man
das mit beliebigen Polynomen macht.

Satz 2.3:

Es sei p ein Polynom. Dann kann man p zerlegen in ein Produkt aus Linearfakto-
ren (x — a)™ und quadratischen Faktoren (* + px + @), wobei man die Faktoren

x* + px + qnicht mehr weiter in Linearfaktoren zerlegen kann, weil sie keine reellen
Nullstellen haben.

Das ist das alte Problem, mit dem wir schon hin und wieder zu tun hatten: Manche Po-
lynome haben eben auch komplexe Nullstellen und man kann nicht erwarten, daraus re-
elle Linearfaktoren zu berechnen. Sehen wir uns schnell zwei Beispiele an.

Beispiel 2.9:

a) Esseip(x) =x* + ¥ - x - 1. Man rechnet leicht nach, dass man p zerlegen kann

in die Faktoren p(x) = (x— 1)(x + 1)(% + x + 1). Dabei hat * + x + 1 die Nullstel-
len

1, | f
Xz ==7E %—1:—%; —%

besitzt also keine reellen Nullstellen und ist deswegen auch nicht in reelle Line-
arfaktoren zerlegbar.

b) Esseip(x) =x - 2> + x. Dann ist p(x) = x(x - 1)2 Ein Faktor kann also auch
mehrfach auftreten, wie Sie hier am Beispiel des Faktors x — 1 sehen.

Noch einmal muss ich mich auf die Vorgehensweise aus Beispiel 2.8 berufen. Dort
hatte ich den Nenner der rationalen Zahl in seine Faktoren zerlegt und dann die pas-
senden Summanden aufgeschrieben. Das kann man mit jeder rationalen Funktion
machen, man muss nur auf die mehrfach auftretenden Faktoren achten. Ein mehr-
facher Faktor wird auch mehrere Summanden erzeugen.

Satz 2.4:
p(x)
q(x

Grad von g. Dann kann man r zerlegen in Summanden der folgenden Form.

Esseir(x) =

eine rationale Funktion, wobei der Grad von p kleiner sei als der

a) Ist (x— a)™ ein m-facher Linearfaktor des Nennerpolynoms £, so hat r die Sum-
manden

A Ay Ap

2 (x_a)z +...+(x_a)m

b) Ist(x® + px+ q)¥ein k-facher quadratischer Faktor des Nennerpolynoms g, so hat
r die Summanden

x? + px + " 2 gt 2 e
o | (x +px+q) (x +px+q)
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